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ВВЕДЕНИЕ 


С функциональными уравнениями вы наверняка сталкивались не 
раз, но, наверное, и не подозревали, что они так называются. Так, 
функциональные уравнения Дх) = Л—х), А-х) = —Кх), Кх+Т) = Дх) за- 
дают такие свойства функций, как чётность, нечётность, периодич- 
НОСТЬ. 

Вообще говоря, функциональное уравнение — это уравнение, в ко- 
тором неизвестными являются функции (одна или несколько). Напри- 
мер, 

Дх) +хЖх+1) = 1, 
-х = 2) 

Крупнейшие математики (в их числе Эйлер, Гаусс, Коши, Далам- 
бер, Абель, Лобачевский, Дарбу, Гильберт) нёоднократно обращались 
к функциональным уравнениям и уделяли много внимания разработке 
методов их решения. Под выражением “решить функциональное урав- 
нение” понимается нахождение неизвестной функции, при подстановке 
которой в ‘исходное функциональное уравнение оно превращается в 
тождество (если неизвестных функций несколько, то необходимо найти 
их все). Ещё раз подчеркнём, что соотношения, задающие функцио- 
нальные уравненйя, являются тождествами относительно некоторых 
переменных, а уравнениями их называют постольку, поскольку неиз- 
вестные функции — искомые. 

Как вы уже заметили, в функциональных уравнениях кроме неиз- 
вестных функций могут присутствовать функции известные, заданные 


в любой форме — явной (такие как х+1, 2 соѕ хит. п.) или неяв- 


+1 
ной. 
Одними из простейших функциональных уравнений являются урав- 
нения Коши 
Лх%у) = Хх) + ЛУ, (1) 
Жхч+у) = Ах) · Лу), (2) 
Жху) = Дх) + ДУ), (3) 
Жху) = Ах) ЛУ). (4) 


Эти уравнения Коши подробно изучил в своём “Курсе Анализа !, из- 
данном в 1821 году. Непрерывные решения этих четырёх основных 
уравнений имеют соответствеино вид 

Жх = ах, а, \іов,х, х(х>0). 


ТА. Сансћу, Сошв Ф'апајуве де 'Есоіс ројугесћаначе 1. Апајузе ашефгедие, У (Рагіѕ, 1821). 


В классе разрывных функций могут быть и другие решения. Уравнение 
(1) ранее рассматривалось Лежандром и Гауссом при выводе основной 
теоремы проективной геометрии и при исследовании гауссовского за- 
кона распределения вероятностей. 

Многие функциональные уравнения, так же как и уравнения (1)-(4), 
содержат несколько переменных (х, у ит. д.), и необходимо понимать, 
что эти переменные являются независимыми. Это значит, что равенст- 
во, определяющее функциональное уравнение, выполняется для дюбых 
значений переменных х, у (независимо друг от друга), и если даже мы 
зафиксируем у (например, подставим в уравнение у=0), то равенство 
будет по-прежнему выполнено для каждого значения х. Этот факт ши- 
роко используется при решении почти всех функциональных уравне- 
ний, содержащих несколько независимых переменных, и, по-видимому, 
является одним из основных. Тем не менее, в некоторых задачах может 
быть оговорено, что функциональное уравнение справедливо, напри- 
мер, для значений х и у таких, что х < у. Здесь уже наложено ограниче- 
ние на свободу выбора значений переменных, и различного рода под- 
становки нужно применять с осторожностью. К этому мы ещё вернёмся 
при рассмотрении различных методов нахождения общих решений 
функциональных уравнений. 

Следует упомянуть ещё об одном очень важном обстоятельстве. 
Всегда чётко должно быть оговорено, на каком множестве функцио- 
нальное уравнение задаётся, т. е. какова область определения каждой 
неизвестной функции. Это необходимо потому, что общее решение 
функционального уравнения может зависить от этого множества. 

ПРИМЕР 1. Рассмотрим функциональное уравнение Коши 

Лху) = Хх) + Л). (3) 

а) Если мы будем искать решения, определённые на всей веществен- 
ной оси (- со, + со), то, подставив у=0 в уравнение, получим Д0) = Дх) + 
Ло) или Дх) = 0 (это единственное решение). 

6) На множестве же (- оо, 0) ‹ (0, + со) уравнение имеет также реше- 
нил 


Ах) = 1овајх]. 
ПРИМЕР 2. Другим примером может служить функциональное урав- 
нение 
Ж2х) = 2700). 


а) Если здесь функция определена для всех действительных х и име- 
ет непрерывную производную, то решением будет функция 
Ах) = ах. 

6) Если же ослабить условия, накладываемые на искомую функцию, 
то, как нетрудно проверить, решением является также функция 


Код = х 18 @ ЮР). 


Кроме области определения самих функций, важно знать, в каком 
классе функций ищется решение. Количество и поведение этих решений 
очень строго зависит от этого класса. Решение Дх) = Лор,јх| есть общее 
непрерывное решение функционального уравнения (3) на множестве (- 
со, 0) ‹/ (0, + со), но, как уже говорилось, уравнение (3) имеет также раз- 
рывные (и только неизмеримые) решения на этом множестве. Это одна 
из характерных особенностей функциональных уравнений, и мы по 
мере сил будем говорить о ней на протяжении нашего рассказа. 

Не начав ещё решать сами функциональные уравнения, мы уже ви- 
дим, как много здесь “подводных камней”. Задача решения функцио- 
нальных уравнений является одной из самых старых в математическом 
анализе. Они появились почти одновременно с зачатками теории 
функций. Первый настоящий расцвет этой дисциплины связан с про- 
блемой параллелограмма сил. Ещё в 1769 году Даламбер свёл обосно- 
вание закона сложения сил к решению функционального уравнения 

Жх+у) + Дх-у) = 21000). (5) 

То же уравнение и с той же целью было рассмотрено Пуассоном в 
1804 году при некотором предположении аналитичности, между тем 
как в 1821 году Коши нашёл общие решения 

Хх) = сов ах, 


Ах) = св ах = 
До =0 
этого уравнения, предполагая только непрерывность Дх). 


Даже известная формула неевклидовой геометрии для угла парал- 
лельности 


её +е “= 
2 ЕД 


х 


Дх) =" 16) = е 
была получена Н. И. Лобачевским из функционального уравнения 


Ах)? =ДхУх+У), (6) 


которое он решил методом, аналогичным методу Коши (это уравнение 
можно привести к уравнению / (==>) = голу 


Функциональное уравнение (1) было опять применено Г. Дарбу к проблеме 
параллелограмма сил и к основной теореме проективной геометрии; его главное 
достижение —- значительное ослабление предположений. Мы знаем, что функцио- 
нальное уравнение Коши (1) характеризует в классе непрерывных функций линей- 
ную однородную функцию Дх) = ах. Дарбу же показал, что всякое решение, не- 
прерывное хотя бы в одной точке или же ограниченное сверху (или снизу) в про- 
извольно малом интервале, также должно иметь вид Дх) = ах. Дальнейшие резуль- 
таты по ослабленгию предположений следовали быстро один за другим 
(интегрируемость, измеримость на множестве положительной меры и даже мажо- 
рируемость измеримой функцией). Возникает вопрос: существует ли хоть одна 
какая-нибудь аддитивная функция (т. е. удовлетворяющая (1)), отличная от линей- 
ной однородной. Найти такую функцию действительно нелегко! В $ 3 мы покажем, 
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что при рациональных х значения любой аддитивной функции должны совпа- 
дать со значениями некоторой линейной однородной функции, т. е. Дх) = ах для 
хе, Казалось бы, что тогда Дх) = ах для всех действительных х. Если Дх) — не- 
прерывна, то это действительна так, если же данное предположение отбросить — 
то нет. Первый пример отличного от Дх) = ах разрывного решения функциональ- 
ного уравнения (1) построил в 1905 году немецкий математик Г. Гамель (Нате!) с 
помощью введённого им базиса действительных чисел. 


Многие функциональные уравнения не определяют конкретную 
функцию, а задают широкий класс функций, т. е. выражают свойство, 
характеризующее тот или иной класс функций. Например, функцио- 
нальное уравнение Хх+1)=Дх) характеризует класс функций, имеющих 
период 1, а уравнение Ж1+х)=Ж1-х) — класс функций, симметричных 
относительно прямой х=1, ит. д. 

Иногда для функциональных уравнений определяют понятие 
“порядка”. Под порядком уравнения подразумевается порядок иско- 
мой функции, входящей в уравнение. В качестве примера рассмотрим 


два уравнения: 

Жх+1) = хб), (7) 

ЛИ = х. (8) 

Существует важное различие между уравнениями (7) и (8). Первое из 

них не содержит суперпозиции неизвестной функции /, а второе — со- 
держит. Так что (7) имеет первый порядок, а (8) — второй. 

Мы будем в основном изучать уравнения 1-го порядка одной или 
нескольких переменных. Функциональные уравнения нескольких пере- 
менных — это уравнения типа 

Лољу) = Дх) + 10), 
(в которых встречаются функции одной переменной, а самих не- 
зависимых переменных несколько}, 


а также типа 
Хх, у) = Ах, 2) + 2, У), 
(т. е. уравнения, в которых сами неизвестные функции зависят 
от нескольких переменных). 

Кроме этого, мы затроним вопрос о решении функциональных 
уравнений с несколькими неизвестными функциями и систем функцио- 
нальных уравнений. 

Вообще, для функциональных уравнений, не сводящихся к диффе- 
ренциальным или интегральным, известно мало общих методов реше- 
ния. Далее будут рассмотрены некоторые приёмы, позволяющие ре- 
шать функциональные уравнения. 


$ 1. ИДЕЯ НЕПРЕРЫВНОСТИ 


Нахождение непрерывного решения функционального уравнения — 
как правило, непростая задача. Вся трудность обычно состоит в ис- 
пользовании самого факта непрерывности функции. (Здесь речь не 
идёт об уравнениях, для которых решение находится без использова- 
ния этого факта.) Поэтому для начала напомним определение непре- 
рывности. 

ОпРЕДЕЛЕНИЕ. Функцию Р(х) будем называть непрерывной в точке Хо, 
если для. неё выполняются спедующие два условия: 

1) хое (Р), т. е. хо принадлежит области определения функции; 

2) да Е(х) = Е О), в предположении, естественно, что этот предел 


существует. 

Если хотя бы одно из данных условий не выполняется, то функция 
не будет непрерывной. в точке ху, т. е. является разрывной. 

Определение непрерывности в точке часто используется как один из 
методов в решении функциональных уравнений. В частности его мы 
будем применять при нахождении общих решений основных уравнений 
Коши и Даламбера ($$ 2, 7). 

Будем называть функцию непрерывной на отрезке [а, 5], если она 
непрерывна в каждой точке этого отрезка. В этом случае широкое 
применение находит следующее интуитивно понятное утверждение: 

«Если функция /(х) непрерывна в некотором промежутке [а, В] и на 
концах зторо промежутка принимает неравные значения Да) =А и 
ДЬ)=В, то. она также принимает все промежуточные между А и В 
значения на промежутке (а, В].» 

Данное утверждение носит название теоремы Больцано-Коши, 
строгое доказательство которой можно найти в любом курсе анализа, 
например, [1]. Здесь мы доказательство не рассматриваем, Теорема 
имеет простой геометрический смысл: если провести прямую у=С, где 
С — любое число между 4 и В, то график исходной функции обаза- 
тельно её пересечёт (рис. 1). 


Рис. 1. 


В качестве примера применения этой теоремы рассмотрим следую- 
щие две задачи. 

ПРИМЕР 3. Функция / непрерывна на вещественной прямой и удов- 
летворяет равенству ДХДх))=х для всех х. Доказать, что уравнение 
Лю=х имеет хотя бы один корень. 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим функцию р(х) = Хх) – х. Допустим, что Дхјех 
для всех х. Тогда 2(х)+0 для любого х. Поэтому функция 2(х) либо вез- 
де положительная, либо везде отрицательная. (Если бы существовали а 
и Б такие, что г(а)<0, 2(Р)>0, то по теореме Больцано-Коши функция 
должна принимать все промежуточные между 2(а) и 2(5) значения, в 
том числе и нуль, что невозможно.) Пусть для определённости р(х) < 0, 
т. е. Дх) < х. Обозначим у=Кх), у<х. Поскольку ДЌ))=х, то Ду)=х>у, 
откуда 2(у) = Лу) – у > 0. Противоречие. Значит, при некотором х име- 
ем Дх) = х. 

ПРИМЕР 4. Функция Р задана на всей вещественной оси, причём для 
любого х имеет место равенство: Нх Ту Ех) + Кх+]) + 1 = ©, Дока- 
зать, что функция Ё не может быть непрерывной. 

РЕШЕНИЕ. Покажем, что значения функции Р не могут изменяться 
непрерывно. Во-первых, понятно, что функция Р не может принимать 
значение –1. Действительно, если Е(х} = –1, то из исходного уравнения 
имеем: -Ёх+1) + Их+1) + 1 = 0, что невозможно. Кроме того, функция 
Е должна принимать значения как меньшие, так и большие чем –1. 
Проверим это. Перепишем исходное функциональное уравнение так: 

[Е (х+1) + ПЕ) + 1] = РО). (9) 
Если Е принимает значения либо только большие 1, либо только 
меньшие —), то Ёх+1) + 1 и Ех) + 1 имеют одинаковые знаки, и по- 
этому из (9) находим, что Кх) > 0 для любого х. Но тогда левая часть в 
первоначальном виде функционального уравнения больше нуля, а пра- 
вая равна 0. Пришли к противоречию. Итак, функция Ё принимает 
значения, большие и меньшие –1, но не может быть равна -1, что для 
непрерывной функции не выполняется (теорема Больцано-Коши). Зна- 
чит, Р — разрывна. 


Теперь рассмотрим типичную задачу, в которой главной идеей ре- 
шения является использование непрерывности функции в точке. 

ПРИМЕР 5. Найти все непрерывные функции Хх), удовлетворяющие 
соотношению Д2х) = Дх) для любого х. 

РЕШЕНИЕ. В данное функциональное уравнение вместо х подставим 


Х (это можно сделать, поскольк Г определена для всех х), по- 
2 у функция / опр 


лучим /(х)= ҳа) . Аналогичную операцию проделаем ещё несколько 


раз: 


9-19. 1) - 2). 
Таким образом, лд-Д&= Д2) == д#)-=-- для любого нату- 


рального п. Используя непрерывность функции в точке 0, имеем: 


Год = шуб = н п 2) ПСЕ х) 70). 


Получили Дх) = с, где с = под), т. е. функция / является константой. 


$ 2. УРАВНЕНИЯ КОШИ 


{МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО АНАЛИЗА ПОВЕДЕНИЯ ФУНКЦИЙ ПРИ ЦЕЛЫХ, РА- 
ЦИОНАЛЬНЫХ И ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ АРГУМЕНТА) 


2.1. Функциональиое уравнение линейной ‚однородной функции. 
В этом пункте мы займёмся отысканиём. решений функционального 


уравнения Коши: 
Лхфу) = Хх) + Л»). а) 

Нетрудно заметить, что линейные однородные функции вида 

Јој =ах (а = сопзћ 
удовлетворяют этому уравнению: 
а(х+у) = ах + ау. 
Вопрос состоит в том, будут ли эти функции единственными. 

Прежде всего выведем несколько общих фактов, не накладывая ни- 
каких о Заничений на функцию / (т. е. без всяких предположений о не- 
прерывности, ограниченности ит. п.). 

Положим в уравнении у=х, получим: 

Ж2х) = 25). 
Далее, последовательно полагая у=2х, у=3х, у=4х и т. д., имеем: 
Лао) = Лох) = Д) + 7022) = Л + 2700 = 380); 

Дах) = Дх) + Дах) = 465); 

Хох) = Дх) + ах) = 500), 
и вообще, для любого натурального п 

Де) = по) (10) 

(это легко проверяется по индукции). 


Заменив здесь х на Та ‚ мы получим 


А) аи 


а затем, если подставить их (т — натуральное) вместо х и использо- 
вать предыдущее равенство, придём к соотношению 


Дтх)=т. од. (1) 


Положим теперь в основном уравнении (1) х=у=0; получим 


ЛО) = 210), так что ЛО) = 0. (12) 
Если же взять у = – х, то, с учётом (©), найдём: 
А-х) =- Је), 


так что функция Дх) является нечётной. А тогда из (10) легко вывести: 
т т т 
Т_Т -_т . 13 
Д) =) =-т ло а3) 
Полученные соотношения (11)–(13) могут быть объеденены в равен- 


стве 
Дгх) = гух), 
справедливом для любого вещественного значения х, каково бы ни 
было рациональное число г. 
Если взять здесь х=1, то получим 
Ло = ХІ) (14) 
или, если обозначить (1) через а, Кг) = аг. 

Таким образом, мы, собственно говоря, установили уже вид функ- 
ции /, но пока лишь для рациональных значений аргумента. При этом 
мы использовали только тот факт, что функция удовлетворяет основ- 
ному уравнению Коши (1). Далее в решении мы будем уже опираться 
на конкретный класс функций, в котором ищется решение. Рассмотрим 
некоторые наиболее общие классы функций. 

Класс непрерывных функций. 

Для рациональных х мы установили, что Ќх) = ах. Осталось пока- 
зать, что это соотношение справедливо и для иррациональных х. Пусть 
х будет любое иррациональное число. Тогда существует последова- 
тельность рациональных чисел 

ИОГАН 
сходящаяся к этому числу х (это известный факт; можно, например, 
взять отрезки соответствующей бесконечной десятичной дроби). По 


доказанному 
Аһ) = ат, (п=1,2,3,...). 
Перейдём здесь к пределу при п — со 
Ши У) = іла). 
п—>со по 
Справа мы получим ах, слева же, именно ввиду предположенной не- 
прерывности функции /, получится 
н Ле) = ба) = 0), 
п>® >00 
так что, окончательно, 


Хх) = ах. 
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Таким образом, действительно, все непрерывные аддитивные функ- 
ции являются линейными однородными. Последняя формула даёт са- 
мое общее решение функционального уравнения (1). 


Класс монотонных функций. 

Здесь мы будем преднолагать, что функция: ў. не убывает на всей 
действительной оси (случай невозрастания функции: рассматривается 
аналогично). Значит, Хх!) < Хх.) для любых х; < х.. 

Для рациональных х доказано Ах) = х.КП). Возьмём произвольное 
иррациональное х. Известно, что любое иррациональное число можно 
сколь угодно точно приблизить рациональными числами, поэтому для 
любого натурально 4 существует целое р такое, что 


Р<х< р+1 , (15) 
4 4 
и при достаточно больших 4 число х расположено между двумя очень 


близкими рациональными числами, разность между которыми равна 
1/9. Используя монотонность функции /, находим 


К) о 287) 


откуда (воспользовавшись соотношением для рациональных значений 
функции /) 


ар < 700 са Ра, а= ДІ). (16) 
Так как из (12) 10) = 0, то 11) > 0, ведь функция / не убывает, зна- 
чит, а > 0. | 


Если а = 0, то из неравенств 0 < Дх) < 0 имеём Хх) = 0. 
Если а > 0, то из (16) 


р. Кх) < р+ (17) 
4 а 4 
Сравнивал зти неравенства с (15), получим 29.5. Покажем это. 
Предположим, что это неверно, например, <» для выбранного 
иррационального х. Подберём а настолько большим, чтобы дробь Е 


Јо) 


попала между == и х, т.е, 


а 
100 <Р<х, 
а `а 
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что противоречиво с (17). Полученное противоречие показывает, что 
129 = х для любого заданного иррационального х, поэтому Дх) = ах 


для всех х. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Из доказательства в частности следует, что если Хх) > 
0 при х > 0, то функция / — линейная однородная. Для этого достаточ- 
но вспомнить, что 0) = 0, так что Хх) > Ло) при х > 0, и, значит, функ- 
ция Хх) монотонна при х > 0. 


Класс ограниченных функций. 

Пусть теперь функция Хх) ограничена с одной стороны (т. е. огра- 
ничена либо сверху, либо снизу) на каком-либо интервале (а, 5). Нам 
нужно доказать, что линейными однородными функциями исчерпы- 
ваютя все решения (1) в данном классе. Мы исследуем решение уравне- 
ния (1), предполагая / ограниченной сверху (случай, когда / ограничена 
снизу, сводится к рассматриваемому случаю заменой / на –). 

Будем считать, что функция / ограничена сверху константой М, т. е. 
Кх) < М для всех хє(а, Р). Рассмотрим вспомогательную функцию 

86%) = 700) – ХТ. 
По доказанному выше 2(х) = 0 при любом рациональном х. Кроме то- 
го, функция 2(х) также является аддитивной. Действительно, 

(х+у) = Дх+у) – (х+у) ХО = Дх) + Ду) – 0) - УК = 200) + 20). 
Подставим у= (г — рациональное) в равенство 

&СС+У) = 200 + 20), 
получим, учитывая 2(7) = 0, 
(+) = (х) + 207) = 200. 

Значит, любое рациональное число ғ является периодом функции 2(х). 
Покажем теперь, что 2(х) ограничена на интервале (а, 5). Имеем 
во) = Хх) – ХК) <) + 05 М + ИО < М, 

где Му= М + тах {|а}, |511), поскольку || < тах (јај, 0) при а<х<6. 

Отсюда тогда следует, что 2(х) ограничена сверху на всей вешест- 
венной оси. В самом деле, для любого действительного х существует 
рациональное число г такое, что ге(а–х, 5-х), т.е. а < х+г < Б. Поэтому 

200 = 20+ђ) < Мі, 
так как х+ге(а, б), а на интервале (а, 5) функция 2 ограничена числом 
М.. 

Сейчас уже можно утверждать, что 2(х) = 0 для любого действи- 

тельного х. Допустим это не так, т. е. для некоторого хо 

гбо) = А, А 0. 
Поскольку для функции 2(х), как для любой аддитивной функции, вер- 
но соотношение (10), то 

8 (пхо) = пя бо) = пА 
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для любого целого п. Очевидно, что можно подобрать такое п (может 
быть, достаточно большое по абсолютной величине), что 

ПА > Мьт.е. #(пхо) > М|. 
Но функция 2 ограничена сверху константой М,. Получаем противоре- 
чие. Значит, 2(х) = 0, откуда Ах) = х 11), что и требовалось. 


Существуют и другие классы функций, в которых аддитивная функция неми- 
нуемо будет являться линейной однородной, однако найден пример аддитивной 
функции и в классе разрывных функций. Этот пример, как было сказано, построил 
Гамель. Построенная функция обладает следующим свойством: на любом 
(произвольно выбранном) интервале (а, Б), пусть даже сколь угодно малом, функция 
(х) не ограничена, т е. среди значений, которые данная функция принимает на 
этом интервале, имеется и такое, которое больше любого наперёд заданного поло- 
жительндго, числа. Для построения такой функции Гамель ввёл множество С дей- 
ствительных чисел, называемое теперь базисом Гамеля, которое обладает свойст- 
вом, что любое действительное число х представимо и прн том единственным спо- 
собом в виде 

х=љр +ђр,+.. + ћа, 67, 5,66. 
Произвольно задав значения Дх) в точках множества С, можно однозначно про- 
должнть её на всю числовую прямую при помощн равенства 

Л) = Хп, + пов, +... + тво) = п, Дру) + п, ДЕ) +. + п, Ле, 

вытекающего из.свойства аддитивной функции. Такими функциями нсчерпывают- 
ся все решения (1). Построение базиса Гамеля требует некоторых математических 
навыков и более глубоких знаннй, чем дает школьный курс математикн, и мы его 
рассматривать не будем. 


2.2. Функциональное уравнение показательной функции. 
Покажем, что все непрерывные на всей действительной прямой 
функции, удовлетворяющие функциональному уравнению 


Жх+у) = Ах)ЛДу), (2) 


Ле) = а (а>0) 
(если не считать функции, тождественно равной 0) 

Итак, пусть Хх) — непрерывная `и определённая при всех действи- 
тельных х функция, удовлетворяющая (2). Исключим тривиальное ре- 
шение Хх) = 0. Тогда для некоторого значения х = хо эта функция от- 
лична от нуля. Положим в (2) у = хо-х: 

Ах): Лхо-х) = Јо) = 0; 


отсюда ясно, что Хх) не равна нулю ни при каком х. Заменяя хи ув (2) 


на х/2, получим , 
ИСЕЦОЈЕ 


так что Дх) строго больше 0 для всех х. Тогда равенство (2) можно 
прологарифмировать, например, по основанию е: 


Іа ДЖх+у) = 1 Дх) + 10 Ду). 


задаются формулой 


13 


Положив в этом соотношении ф(х) = Іа Хх), придём к функционально- 
му уравнению Коши (1): 
ФОечу) = 9 (0) +Ф0). 
Учитывая, что ф — непрерывная функция (как суперпозицил непре- 
рывных функций), имеем по доказанному: 
ф(х) = п Дх) = сх (с = сопѕ0), 
откуда находим, что 
ХҚ) = 2“ = а" (если положить а = ед). 

Таким образом, единственной непрерывной функцией, удовлетво- 
ряющей уравнению Коши (2), является показательная функция (или 
тождественно нулевая функция). 

В качестве класса функций, в котором искалось решение (2), мы 
рассмотрели лишь класс непрерывных функций. Как и в п. 2.1, можно 
было бы разобрать решения для монотонных и ограниченных функ- 
ций, но этого мы делать не будем, потому что (2), как было подмечено, 
сводится к (1), а для него всё ясно. 


2.3. Функциональное уравнение логарифмической функции. 
Все непрерывные решения функционального уравнения 
Лху) = Дх) +, | (3) 
справедливого для всех положительных значений х и у, имеют вид 
Ло) =10рх (0>0,а*1). 
Докажем это. Для этого введём новую переменную &, изменяющую- 
ся в промежутке (- о; + со), и положим 


х=е (вељх > 0), Ф) = Де), 


& =Шх, Дх) = фи х). 
Тогда функция ф удовлетворяет функциональному уравнению (1): 
ФЕТ) = Ден") = Дене) = је“) + Де) = Фе) + фп), 


а потому 
ФЕ) = сё и Дх) = с1а х. 
Если исключить случай с = 0 (тогда х) = 0), то полученный результат 
может быть написан в виде 
Ах) =100,х, а= е“. 


откуда 


2.4. Функциональное уравнение степенной функции. 
Функциональному уравнению 
Лу) = јод: Лу) (к> 0, у> 0) (4) 
удовлетворяют в классе непрерывных функций только функции вида 
х) = х. 

Прибегая к той же подстанф о, что и в п. 2.3, мы приведем уравне- 

ние (4) к уравнецию (2): 
ФЕН) = де") = Дееп) = Де) Ле") = Ф(8)- (п), 
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откуда | 
(Е) = с (с > 0), и, значит, Дх) = с" = хе (а = 0 о). 


Метод последовательного анализа можно применить к решению 
других уравнений. 

ПРИМЕР 6. Функция / определена и непрерывна на множестве Ќ, ДІ) 
= 1, и для любых действительных хи у 


Дуа+у)= Лод+ ло. 
Чему равно Дх)? 


РЕШЕНИЕ. Из данного равенства при х = у = 0 получаем, что К0)=0, 
а при у = 0 имеем Хх) = Кр), так что функция / чётная и достаточно 
рассматривать только положительные значения аргумента. 

По индукции легко получить равенство 


Јо) + Лон. +70) = лү + ха+..+Х2 |; 


в самом деле, по предположению индукции 


Горња) Гол) = 9) Ма) +). 


Положив в доказанном равенстве ху = х, =... = х, = уКјп , будем иметь 


п/п) = ДҸ) = рта #1) = К) = К, 
т.е. Уп) = кп. 


Если теперь х = р/а — положительное рациональное число, то 


До = ДУ = Р е, 
если же х — иррациональное число, то х является пределом последова- 
тельности рациональных чисел, х = іт ;,, и в силу непрерывности 7 бу- 
п» 


дем иметь 
Тод = іт (р) = На 72 = х2. 
Л—>со ћ—усо 


$ 3. МЕТОД СВЕДЕНИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
К ИЗВЕСТНОМУ С ПОМОЩЬЮ ЗАМЕНЫ 
ПЕРЕМЕННОЙ И ФУНКЦИИ 


‚, Здесь мы будем рассматривать определённый тип функциональных 
уравнений, которые можно свести к уравнениям, общие решения кото- 
рых мы уже знаем. Как правило, такие уравнения сводятся к основным 
уравнениям Коши (1)-(4). Метод основан на введении вспомогатель- 
ной функции, которую спедует подобрать таким образом, чтобы после 
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преобразований было ясно, что она удовлетворяет одному из извест- 
ных функциональных уравнений. (Вообще говоря, в пунктах 2.22.4 $2 
как раз был использован этот метод.) 

ПРИМЕР 7. Найти все непрерывные функции Хх), определённые на 
интервале (0, + о) такие, что при любых допустимых значениях х; их, 
выражение Дх,у) – Коу) не зависит от у. 

РЕШЕНИЕ. По условию выражение ху) – Ху) (здесь х=х, х,=1) не 
зависит от у. Значит, если подставить вместо у какое-либо значение, 
например, у=1, то это никак не повлияет на значение данного выраже- 


ния. Поэтому 
ЛДху-Л = Ло – А1) 
для любых значений х и у. Введём новую функцию 2(х) = Хх) – 1), то- 
гда получим функциональное уравнение 
#(ху) – 20) = #00) или (ху) = #(х) + 20), 
аналогичное (3). Следовательно, 
200) = Ах) - ЈИ) = 10р,х, 
и, обозначив 21) = Б, находим 
Дх) =1ових + Б. 
Подстановка показывает, что данная функция удовлетворяет условию 
при любых значениях постоянных а и В (естественно, а > 0, а = 1). 
Заметим, что проверка является важной составной частью решения 
любого функционального уравнения. В процессе решения мы пытаемся 
найти функцию, удовлетворяющую функциональному уравнению, в 
предположении, что она существует. Так что если нам удастся устано- 
вить её вид, то это не значит, что решение существует, а значит только, 
что если оно есть, то оно обязательно будет иметь установленной вид. 
Проверка покажет, так ли это на самом деле. 
ПРИМЕР 8. Найти непрерывные решения функционального уравне- 


НИЯ 
Лољу) = Дх) + ЛУ) + 2ху. 
РЕШЕНИЕ. В качестве вспомогательной функции здесь удобно счи- 
тать следующую функцию: 
2(х) = Дх) -х. 
Тогда подставляя в исходное уравнение Дх) = 2(х) + х2, получим 
&ССЧУ) + (х+у)? = 20) + х? + (у) + у? + 2ху, 
Я(е+У) = (х) +20) 
[уравнение Коши (1)]. 
Окончательно находим 
Дх) = х? + р(х) = х2 + ах, 
и все такие функции удовлетворяют условию. 
ПРИМЕР 9. Решить уравнение Йенсена в классе непрерывных функ- 
ЦИЙ 
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ДЕР 8570, ук 


РЕШЕНИЕ. Положим в уравнении (х+у) вместо х и 0 вместо у, полу- 


чим: 
ИЕ) „бљује Гане „= до), 
Сравнивая полученное соотношение с первоначальным функциональ- 
ным уравнением, имеем: 

Хх+у) + с = Дх) + ЛУ). 


Это уравнение переходит в уравнение Коши (1) при подстановке 


Ф(х) = Дх) -а, 


Ф(х) = ах, Дх) = ах + с, – 
а это решение действительно удовлетворяет уравнению Иенсена. 
ПРИМЕР 10. Найти все непрерывные функции, {: (0, +оо) > В, удов- 
летворяющие тождеству 
Лху) = хо + у). 
РЕШЕНИЕ. Поделив тождество на ху, перепишем его так: 
Г) Го) РО). 
ху х У’ 
отсюда ясно, что в качестве вспомогательной нужно взять функцию: 


0-20. 


Тогда функция 2 удовлетворяет (3). Поэтому находим Хх) = х орх. 


тогда 


5 4. МЕТОД ПОДСТАНОВОК 


Общая суть метода такова: применяя различные подстановки (т. е 
заменяя некоторые переменные функционального уравнения либо кон- 
кретными значениями, либо какими-либо другими выражениями), мы 
пытаемся либо упростить это уравнение, либо привести его к такому 
виду, что дальнейшее решение станет очевидным. В задачах, решаемых 
таким методом очень часто не указывается класс функций, в котором 
решение ищется. В таких случах предполагается, что нужно найти все 
решения без всяких ограничений (непрерывные, разрывные и т. д.). 
Особенность применяемого метода как раз и состоит в том, что в ряде 
случаев он позволяет отыскать решения в классе всевозможных функ- 
ций. Поясним метод на следующих примерах. 

ПРИМЕР 11. Найти все решения функционального уравнения 


Лху) = УКх) (К- натуральное). 


17 


РЕШЕНИЕ. Положим в уравнении х = 0: Д0) = УХО). Так как у — 
произвольно, то 0) = 0. 


Пусть теперь х = 0. Подставим в уравнение у = 1 , получим: 


1 Е 
ло =(1) лоо ви Л) =ае а=). 


Функция Дх) = ах“ является, как нетрудно проверить, решением исход- 
ного уравнения. 
ПРИМЕР 12. Пусть а > +1 — некоторое действительное число. Найти 


функцию Ах), определённую для всех х + 1 и удовлетворяющую урав- 
нению 


Д2) = +0), 
где ф — заданная функция, определённая при х = 1. 
х 


х-1 


РЕШЕНИЕ. При замене х >» = выражение переходит в х. По- 


этому получаем систему 


ДЕ) алоо +), 
Јод=а =)» ==), 


решением которой при а? > 1 является функция 


_ аф(х) + Фі 
уо)- 200+) У, 


ПРИМЕР 13. Найти все функции ф(х), заданные на промежутке 
1= (Со, 0) о (0, 1) Ч (1, +оо), для которых выполнено равенство 


1) 4-1) 

= +] === – = х. 

4-1 =1) -оро)=х 

РЕШЕНИЕ. Выполнив последовательно две замены х — х—1 и 


х т ‚ приходим к системе функциональных уравнений: 
1) + (21) – 2000) = х, 
ој) 95) ро) = =2, 
– т) д) + 00) = ту. 
Последнее уравнение есть сумма первых двух, умноженных на —1, т. е. 


из данной системы функция ф(х) однозначно не определяется. Из пер- 
вых двух уравнений находим 
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обд = (1 -1.22+х-1, 


х=! = ети І 


Мы можем определит (= произвольным образом на одном из интер- 
валов: (о, 0},, (0, 1), (1, +оо), и формулы (1) дадут нам расширение ф(х) 
на всё множество Г. 


99] 


$ 5. ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД 


В этом параграфе идея предельного перехода будет проиллюстри- 
рована на следующих двух примерах. 
ПРИМЕР 14. Функция / В. > І& непрерывна в точке 0 и для любого 


х є В выполнено равенство 


2/2х) = Ах) + х. 
Найти все такие /. 
РЕШЕНИЕ, Пусть функция / удовлетворяет условию. Тогда 


лоне 
ЕАН Ри 


шва ЛЕ] а 8 
„я 2' и іш 2' „2 #71 У = 3' 
Тривиальная проверка показывает, что функция х/3 действительно яв- 
ляется искомой. 
ПРИМЕР 15. Доказать, что уравнение 


– јЈа)=х, хејд о) (1) 


не имеет непрерывных решений. 


РЕШЕНИЕ. Допустим, что существует непрерывное решение функ- 
ционального уравнения (1). Подставим в в исходное уравнение вместо х 


выражение ——— (ведь если х > 0, той т > > 0), получим: 


тех 
КЕ )- К) = Тех' о) 


Теперь сделаем такую же замену х > 1 в соотношении (2): 
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ЛЕ )- 5) = тла 9) 


Описанную операцию проделаем ещё несколько раз. На п-ом шаге име- 


ем: 
Д) Леђа) "пи ө 


Сложим все получившиеся выражения, начиная с (1) и кончая (4) (всего 
будет п выражений), и приведём подобные слагаемые: 


х х 
=) не: © 


Равенство (5) верно для любого натурального п. Зафиксируем х, а п 
устремим к с. Ввиду непрерывности Хх) в точке х = 0, находим 


= ч х 
л) лә = У. 


(6) 


где ТЕ 
А Ута ат 2. = Ах 


В левой части (6) при конкретном (фиксированном) х стоит некоторая 
константа, т. е. при данном х ряд в правой части (6) сходится к этой 
константе. Мы же покажем, что этот ряд расходится для любого зна- 
чения х > 0, таким образом придём к противоречию. 

Для любого натурального К и х > 0 верно неравенство 


так что 
х х х х 
= = а. = 

гете Хах 1425 7 њих 
хх 1,4. Х 1- 
1+х 1 1+х2 1+хл 
их (1,1 І) 
=*+1 (ВР + 


Гармонический ряд +41 неограниченно возрастает при уве- 


личении л (известный факт), спедовательно, 


п РМ 
їп У, 29, 


к=0 


со 
т.е. ряд У 1 = расходится к <. Этим доказательство завершается. 
к=0 


ПРИМЕР 16. Найти /(х), ограниченную на любом конечном интер- 
вале, удовлетворяющую функциональному уравнению: 


20 


РЕШЕНИЕ. 
х=0 = 7(0)=0; 


1 х 1 х х х 
5) е) 
11 1 11 1 
700- па Л 5) +2 4 ка а) 


переходя к Йт при х—>о; используя непрерывность Дх) и 0)=0 получа- 


ем, что /(х) = = =”. 


5 6. ПРОИЗВОДНАЯ И ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


При решении некоторых функциональных уравнений удобно при- 
менять производную. 
ПРИМЕР 17. Найти все дейётвительные дифференцируемые функции, 
удовлетворяющие функциональному уравнению 
(х+ у) = Лок ЛО) . а) 
Лау) 
РЕШЕНИЕ Пусть /удовлетворяеѓ данному уравнению. Тогда 
уо) = 209+ ЛО), 
1- Л): 70) 
т.е. ДО) [1 + 7200] = 0, и, следовательно, 0) = 0. 
После преобразований имеем 
Дека 50) АЮ. в ло) о 
в 1-00): 70)” 
откуда следует (с учётом ји (п) = 0), что 
- 


Ро) = СИ + ад), (3) 
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где С = (0). Значит, 
Јо) 


| 185 = -јок+с, 


атств Дх) = Сх +С, 
КЮ) = (Сх + С). 
Условие ДО) = 0 означает, что С, = 0, т. е. Дх) = 1 Сх. Очевидно, все 
функции вида їс Сх подходят под условие задачи. 
ЗАМЕЧАНИЕ. В решении было использовано лишь условие диффе- 
ренцируемости функции Хх) в нуле. Оно было применено при выпол- 
нении предельного перехода (й -> 0) в равенстве (2). В левой части (2) 


получится / (а) = ша 6+0 2), в правой же имеем С(1+7 2(х)), по- 


скольку іші 70 = 750) = С и і А) = ДО) = 0 (ведь / дифференцируе- 


ма в нуле, а значит, непрерывна). К соотношению (3) можно прийти и 
другим способом. Непосредственно прдифференцировав исходное 
функциональное уравнение (1) по у, получим 
, РО лол ++ ГОРО, 
х+ 
Гед П 76070 
и, положив здесь у = 0 (опять-таки в предположении существования 
производной в нуле) и учитывая ДО) = 0, приходим к (3) 
Га) = СИ +0), С= 0). 
ПРИМЕР 18. Решить функциональное уравнение 
Жх+у=Лх-Уу+УГа+у+Ла-У] хуЕВ. 
УКАЗАНИЕ. Положить х=у и получить уравнение относительно 
Ж2х). Ответ: Дх) = ах? + бх + с, а, Б, с — произвольные постоянные. 
ПРИМЕР 19. Найти функцию Хх), удовлетворяющую уравнению 
ГО) + х[–Х) = ах, хеВ, а=сопѕі. 
РЕШЕНИЕ. /(–х) – хКх) = –ах. Введём новые функции 


Род) = 21700 + 72) Әб) = У) 7629] 


Ясно, что функция Ес) — чётная, а С(х) – нечётная функции, причём 
Јо) = Ех + С(х). Получим уравнения относительно новых функций 
Ес) и С(х): 
6"(х)-—хб(х)=0, Е'(х)+ хЕ(х) = ах, 
1 ПР Ј 
С(х)=Се?; Е(х)=а+ Ае 2. 
№2 

Так как С(-х) = –-С(х), то бб) = 0 и (х) =а+ Ае ? . Непосредственной 


проверкой убеждаемся в том, что при любых числах а, А функция Хх) 
является решением исходного уравнения. 
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$7. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, СОДЕРЖАЩИЕ 
НЕСКОЛЬКО НЕИЗВЕСТНЫХ ФУНКЦИЙ 


Впервые уравнения Коши для нескольких неизвестных функций 
расмотрел Синцов Д. К. 

ПРИМЕР_20. Найти непрерывные на всей действительной прямой 
функции Хх), 20) и А(х), удовлетворяющие обобщённым уравнениям 


Коши: 
Лх фу) = 200 + 10), 
Ах + у) = год) 10), 
Лоу) = в(х) + 10), 
Лоу) = 2(х) (у). 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим последнее уравнение. Положим 20)=а, 
и(1)= 8. Пусть аб = 0. Тогда при х= 1 получаем Ду) = ай(у) или 
Лх) = оћ(х), а при у = 1 получаем Жх) = Ве(х), и, значит, 

ЈО) = Ан Иа, 


Новая неизвестная функция Род = 59 удовлетворяет уравнению Ко- 


ши (4) ЕКх-у) = Кх)-Ку). Его решением является функция Ех) = х". 
Следовательно, решением исходного уравнения являются функции 
ЛЮ) = арх", р(х) = ах", Их) = Вх". Случай аВ=0 не вызывает затруд- 
нений. Первые три уравнения решаются подобным образом. 

ПРИМЕР 21. Найти дважды дифференцируемые на всей веществен- 
ной оси функции Дх) и 2(х), удовлетворяющие уравнению 

Лх фу) + Ах – у) = 0х): (у). 

РЕШЕНИЕ. Нусть у = 0. Тогда /одП-2(0)) = 0, и получаем решение: 
Ах) = 0, 2(%) — произвольная функция. Если Хх) + 0, то 2(0) = 1. Диф- 
ференцируя это уравнение дважды по переменной у и полагая затем 


у = 0, будем иметь 
Јо) = ах), а=8" 0). 
Возможны следующие случаи и соответствующие им решения: 
Па = 2, Қх) = Ае + Ве“, А, В — произвольные числа, 2(х) = сћ(Кх); 
2) а= ж, Кх) = Аза Кх + Всоѕ Кх, р(х) = соѕ Кх; 
3) а= 0, Дх) = Ах + В, 200 = 1. 
ПРИМЕР 22. Найти функции Дх), о(х) є СХҲВ), удовлетворяющие 


уравнению 
Хх) + 8х + у) = 209). Лх + ау), 
где а — фиксированное число. 
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РЕШЕНИЕ. Полагая у = 0, будем иметь Дх)[2 (0) – 2] = 0. Отсюда по- 
лучаем решение исходного уравнения: Хх} = 0, 5(х) — произвольная 
функция. Если Хх) = 0, то 2(0) = 2. Дифференцируя данное уравнение 
по переменной у и полагая затем у = 0, будем иметь 

1 - аз(0)ј "бо = 20:00) = П - 24 ©. 
Если а = 1/2, то функция Ло) = Се“, где число К= о а функция 
20) = е1" + екх Бели а = 1/2, то До) = 0 или 2'(0) = 0. Во втором слу- 
чае, дифференцируя исходное уравнение дважды по переменной у и 
полагая затем у = 0, получаем 
Ро) = Бх), Ь = 28" (0). 

Возможны следующие случаи и соответствующие им решения: 

)р= е, Кх) = Ае“ + Ве, 2(х) = 2сКх12); 

2) =-К2, Дх) = Аѕіп Кх + Всоѕ Кх, р(х) = 2208(КХ/2); 

3) р = 0, Дх) = Ах + В, 200) = 2. 


5 8. СИСТЕМЫ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


ПРИМЕР 23. Решить следующую систему функциональных уравне- 
ний: 
- _ФОЗУСО_ 
ф(х + у) = ф(х) + Г 20090) 
ид О 
[- обе 
РЕШЕНИЕ. Исследуем сначала некоторые свойства функций ф(х) и 
у), удовлетворяющих данным в условии задачи уравнениям. Это даст 
нам возможность попутно найти частные решения этих уравнений. 
Если (хо) = 0 для некоторого хо, то из второго уравнения следует, 
что (хо + у) = 0 при любом у, т. е. Их) = 0. Тогда из первого уравне- 
ния получаем (х) = сопѕї, что даёт нам первое тривиальное решение 
Фх) = с, ИХ =0. (1) 
В дальнейшем будем считать, что их) = 0 всюду. Полагая в первом 
уравнении у = 0, находим, что $(0) = 0. 
Если (х) = 0 для некоторого хо, то из первого уравнения при 
У = хо получаем 
Ф(х + хо) = ф(х), (2) 
т. е. римеет период ху. С другой стороны, полагая в первом уравнении 
х = хо и используя (2), получаем 
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= ху + у) = + Оу - 
90) = ф(х + у) = фо) + тт 90:0) ФО) шхо), 
откуда либо Фу) = 0, либо шу) = 1. Первая возможность приводит ко 
второму тривиальному решению 
Фох) =0, Их) =а* (3) 
[точнее говоря, у должно здесь быть решением функционального 
уравнения Их + у) = (х) үу); известно (см. 92, п. 2.2), что при доволь- 
но общих дополнительных предположениях это даёт (3), если только 
их) + 0]. 
Итак, если отбросить тривиальные решения, то у(х)=1 там, где 
Ф(х)=0. Пользуясь симметрией первого уравнения относительно х и у, 
получаем 


об) + ОО = уу + ФОО 


1- 90990) _ 1– 90090)" 
и если ф(х) +0 и ду) + 0, то 
#00) _ = УО) у 
ф(х) 900 яу” Ф0) е0) 5. 9 


Левая часть этого тождества зависит только от х, а правая только от у. 
Следовательно, та и другая равны одной и той же константе, которую 
мы обозначим 2с. Тогда 

у(х) = 1 +2сф(х) + ф(х) = [р + < +1 - с. 6) 
Это тождество мы доказали сейчас при условии, что ф(х) = 0. Однако, 
как мы видели выше, оно справедливо и при ф(х) = 0, а следовательно, 
и при всех х. Подставляя (5) в первое из исходных функциональных 
уравнений, получаем 


Ф00)+90)+ 20000) 
Р ро) ө 


Непосредственной проверкой убеждаемся, что если ф удовлетворяет 
уравнению (6), а у находится из (5), то оба функциональных уравне- 
ния, данные в условии задачи, удовлетворяются. Таким образом, нам 
остаётся решить уравнение (6). 

Прежде чем переходить к отысканию общего решения, решим (6) в 
классе функций, имеющих производную в нуле, т. е. таких, у которых 


существует предел 
іт 20 – А 
ую у 


(выше мы уже нашли, что 905 9, Из (0 имеем 


уэ0 “јео у 1- та 
= Аа + 20000) + ФЖх)). 
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Следовательно, функция ф(х) дифференцируема и удовлетворяет диф- 
ференциальному уравнению 


Е = А(1 + 226+ 95). 
Решая это уравнение с метом начального условия $(0) = 0, находим 
а 1-с? +атсзіпс)-с, если с? <1 
р(х) = јс 1- пута 


үс? танае +421) –«, если с:>1 


( следует заменить на с, если модуль аргумента > 1). 
Из (5) находим соответствующие у: 


если с=+Ё (8) 


(- сес (ах 1- с? +агсѕіп о если с < 


у(х) = если с=+| (9) 


1 
И Аху’ 


с (2-3-2 5 или |име –1+1ај– је -1), если с >1 


Пусть с? < 1. Запишем х) в виде 


ф(х) = М1- сів Дх) – с. (10) 
Из (6) получаем функциональное уравнение для / 
Дх + у) = Дх) + Ду) - агся с, 
и, значит, Кх) = (х) – агсѕіп с удовлетворяет уравнению 
Их + у) = Кх) + Бо). 
Оставляя в стороне “патологические” решения этого уравнения 
(см. $2, п. 2,1), имеем Ро) = ах, откуда опять приходим к первой фор- 
муле (8) (а =-4 ү1- с). 
Аналогично обстоит дело и при с: > 1. Таким образом, все 
“приличные” решения (например, ограниченные в некоторой окрест- 
ности точки 0) даются формулами (1), (3), (8) и (9). 


5 9. ГРАФИЧЕСКИЙ СПОСОБ РЕШЕНИЯ 
НЕКОТОРЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПРИМЕР 24. Решить функциональное уравнение 


Лю = Яб) 


в классе непрерывных на всей числовой оси функций. 
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РЕШЕНИЕ. Сначала напомним, 
как графически получить точку с 
ординатой ЛДх)), предполагая 
известным расположение графи- 
ка функции у = Ах), — это орди- 
ната точки М, (рис. 1) 

На рис. 1 ординаты точек М, 
и М, по условию должны совпа- 
дать, и поскольку совпадают их 
абсциссы, то М, = М,. Значит, 
каждой точке графика у = Хх), 
лежащей вне прямой у = х, соответствует точка графика, которая ле- 
жит на прямой у = х и имеет ту же ординату. Сделаем теперь основной 
ВЫВОД. 

Вывод. Если функция у = Дх) непрерывна на всей числовой оси и 
удовлетворяет уравнению Хх) = ДКх)), то частями её графика обяза- 
тельно являются части прямой у = х (или вся прямая, или её луч, или её 
отрезок, или её точка), а сам график имеет один из пяти видов, изо- 
бражённых на рис. 2. 

Для обоснования этого вы- 
вода возьмём две точки графи- 
ка у = Хх), лежащие на прямой 
у=х: 

Мо, №) и №, Хх). 
По теореме Больцано-Коши 
значения функции Хх) в силу её 
непрерывности заполняют на 
оси Оу весь отрезок с концами 
ЛЮ) и Дх). А этому отрезку 
будет на прямой у = х соответ- 
ствовать отрезок М №, графика 
у= Дх) (рис. 3). 

Таким образом, на прямой 
у = х графику функции у = Ах) 
принадлежит множество, кото- 
рое либо состоит только из од- 
ной точки, либо, наряду с лю- 
быми двумя различными точ- 
ками, содержит и весь отрезок 
между ними. Необходимо об- РИС. 2 
ратить внимание и на то, что в силу непрерывности функции у = Дх) на 
всей числовой оси рассматриваемому множеству принадлежат его гра- 
ничные точки. 
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Часть графика у = Ќх), ле- 
жащая на прямой у = х, опреде- 
№.) ляет верхнюю и нижнюю грани- 
цы для частей графика, не ле- 
жащих на прямой (рис. 3). В ос- 
Миа) тальном эти части произвольны 
— настолько, конечно, насколь- 
ко произвольны могут быть час- 
ти графика непрерывной на всей 

Рис. 3 числовой оси функции, так как 

нетрудно проверить, что для 
любой непрерывной функции, график которой принадлежит к одному 
из пяти видов, указанных на рис. 3, справедливо равенство 
Ло) = Д). 

ПРИМЕЧАНИЕ. Подобные же соображения можно .применить и к 
следующему обобщению рассмотренного функционального уравнения 
Хх) = Кеб), 
где функция ф(х) непрерывна и строго монотонна на всей действитель- 
ной прямой. Предлагаем читаттелю рассмотреть графическое решение 

этого функционального уравнения самостоятельно. 


$ 10. РЕШЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ, 
ЗАДАННЫХ НА МНОЖЕСТВЕ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕП 


ПРИМЕР 25, Каждому натуральному числу п сопоставлено целое не- 
отрицательное число Дп) так ‚ что выполнены следующие условия: 

а) тн) = јоп)- + Ап) для любых двух натуральных чисел ти п; 

6) Лп) = 9, если последняя цифра в десятичной записи числа п 
равна 3; 

в) (10) = 0. 
Доказать, что Ҳи) = 0 для всякого натурального числа и. 

РЕШЕНИЕ. Посколку 10) = 5) + 12) = 0, 45) > 0, 12) > 0, то 

12) =70) =0. 

Любое натуральное число п можно представить в виде п = 26.5", где 
(Б, 10) = 11 Другими словами, 5 = 10т + 1 или 6 = 10т + 3. Отсюда 
№ = 1+4, и. из последнего равенства получаем, ‘что 54 = 104 + 1. Так 
как последняя цифра числа 34 есть 3, то согласно условию б) имеем 
АЗЬХ) = 0. С другой стороны, из а) получаем 0 = 35) = ДЗ) + 440). 
Следовательно, ДБ) = 0 и 


Ап) = К2*.5*-5) = К) + 505) + ДБ) = 0. 


1 Запись (а, 5) = 1 означает, что числа а и В взаимно просты. 
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ПРИМЕР 26. Найти функцию /, определённую на множестве нату- 
ральных чисел, принимающую только положительные значения и 
удовлетворяющую следующим двум условиям: 


а) ЛА) = 4; 

б —__1__ 1 . Л) | 

ТО 70:78“ а) лиж) Ја 175 век нату 
ральных й. 


РЕШЕНИЕ. Используя Условие б), последовательно получаем: 


20 
7677 70) 205 
тел) =1; 
ау __/0 
79) 7976) 76) 
т.е. 
АЗ) +1= 742); (1) 
ааа ЛЭ 
79) 7@)-78)* 76). 14) 70) 
10), 1 70) о 


Јо) 476) 4 
(здесь использовано и условие а)). Равенства (1) и (2) позволяют найти 
К2) и ЖЗ). Имеем 12) = 2, КЗ) = 3. 

Докажем, что Кл) = п для любого п = 1, 2, ... Во-первых, данное ра- 
венство верно для п = 1, 2, 3, 4. Далее предположим, что оно верно для 
некоторого А > 4. Тогда 
1 1 1 1 


1 1 _ 
ТОО) ТОТ) А-В 12 23 ук 


11 2-2 1 Цр 
(! + > +... гк 1 к 


Этот результат и свойство 6) дают следующее соотношение: 


1-11 ЛЮ. 
к ЮРКА) +)’ 
1 __ __кК__ 


к“ К(+ +0) 
Из последнего равенства находим ДК + 1) = К + 1. Доказательство за- 
вершено. 
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$ 11. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 


ПРИМЕР 27. Функция / дважды дифференцируема на отрезке [0, п]. 
Известно, что 

ЛӨ) = Ла) = 9 | 

2) 7" бо + Кх) > 0 для любого х є [0, л]. 
Доказать, что Дх) = а ах. 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим вспомогательную функцию 

р(х) = (х) яп х – Дх) соѕ х. 
Продифференцировав её, получим 
2'00 = ("00 + Д) зіп х > 0, х Е [0, п]. 
Следовательно, 2 не убывает на промежутке [0, х]. Но 2(0) = 2(л) = 0 
что означает 
200 = 0 для любого х є [0, л]. 

Тогда (х) ѕіп х – И) соѕ х = 0, откуда 


(49) 2 Г (одаја х Додсозх _ (у. 


эт У 
Таким образом, Јо) есть константа, и Дх) = а ѕіп х. 
5 х 


ПРИМЕР 28. Найти все такие функции 7, что для любых чисел х и у 
выполняется неравенство 
Хх) -Ј) < (х у). 
РЕШЕНИЕ. Поменяв местами переменные х и у, получим 
Лу) - Қо) < (х у). 
Следовательно, для любых ж, у 
-(х- у) < Дх) – Ду) 5 (х – у). 
Разделим последнее двойное неравенство на (х – у) в предположении, 
что х = у, получим: 
а) 9-70) к-у) прих-у> 0, 


оо ИР) прих-у< 0. 


Значит, для любых действительных х, у (х > у) выполнены неравенства 


1 9-70 к-у. 


Теперь зафиксируем к примеру переменную х, а значение у устремим к 
х. Тогда в полученном двойном неравенстве выражения, стоящие спра- 
ва и слева будут стремиться к нулю, а между знаками неравенства бу- 
дет стоять выражение для произво ЛО функции Хх): 


0=- Шир – у с и 00-70) < Ни у =. 


у>х 
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Таким образом, установили существование производной функции Хх) 
в любой точке х, причём /”(х) = 0. Отсюда следует, что функция / —- 
константа. 


8 12. НЕКОТОРЫЕ ОБЩИЕ ПРИЁМЫ, 
ПОЗВОЛЯЮЩИЕ НАХОДИТЬ ЧАСТНЫЕ РЕШЕНИЯ 
РАЗЛИЧНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


ПРИМЕР 29. Пусть 0+ — множество положительных рациональных 
чисел. Привести пример функции Ѓ 9+ — ©+ такой, что 


Ло) = 152 


для всех х, у є 9". 

РЕШЕНИЕ. Заметим, что если Ду/)=Жу-), то из данного функциональ- 
ного уравнения следует, что у, = у. 

Полагая у=1, имеем Л1)=1. При х=1 из уравнения получаем, что 


ЛАУ) = 1. для всех уе". Тогда лото) = ДЕ І), и, следовательно, 


4-я = 76) ) для всех уЕ©+. Наконец, если у= А), то отаода следует, 


что хі) = 70) для всех х, 1 6 9+. 

Заметим, что любая функция /, удовлетворяющая при всех х, і є 9+ 
условиям: 

а) Ло) = јод, 

9 Луо) =, 


удовлетворяет данному в условии задачи уравнению. Функция 
РӨ" 0", удовлетворяющая условию а), может быть, очевидно, оп- 
ределена при помощи равенства 


Лр"... пе) = (ОЎ (Гоу (Го). 


где р; обозначает ј-е простое число и 1,22.. Такая функция будет удов- 
летворять условию а) тогда и только тогда, когда она удовлетворяет 
условию 6) только для простых чисел. 
Определим её для простых чисел следующим образом 
Рулесли ј – не4ётно, 
Др,)= —1 если – автно. 
р 31 
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Построенная таким образом функция /: О" — (> удовлетворяет тожде- 
ству Л ло)= для любого простого р и, тем самым, удовлетворяет 


условию задачи. 


5 13. УРАВНЕНЙЕ ЭЙЛЕРА 


УРАВНЕНИЕ. ЭЙЛЕРА. Непрерывная ‘функция ф: В. > В такова, что 
для любого вещественного х выполняется равенство 


ОС „ла Ф(х + Ф(х)) = ф(х). " (151) 
Доказать, что функцил ф постоянна. 
ПЕРВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего по индукции докажем, что 
для любого натурального п справедливо соотношение: 
ф(х + пф(х)) = ф(х). ‚ (5.2) 
При п = 1 получается исходное равенство (1). В предположении: спра- 
ведливости соотношения (2) для некоторого п > 1, докажем его спра- 
ведливость для п + 1. Для этого подставим в (2) х + ф(х) вместо х (ведь 
(2) выполнено для любого х): 
Ф(х + ф(х) + по(х + ф(х))) = ф(х + Фбо)). 
Тогда с учётом (1) имеем 
Фіх + ф(х) + пф(х)) = ф(х), 
или Фіх + (п+ Пф(х)) = ф(х), 
что и требовалось показать. Значит, соотношение (2) верно для всех 
натуральных п. 


Выберем теперь действительное число а такое, что да) = Ф (если 
таких х не существует, то ф(х) = 0 и является константой). Для. опреде- 
лённости положим, что фа) > 0. 
| (Если фа) < 0, доказательство 
аналогично.) Рассмотрим график 
функции у = ф(х) на отрезке [а, а 
+ фа) и покажем, что на этом 
отрезке функция ф(х) постоянна и 
равна (а). Из (1) следует, что на 
концах данного отрезка, т. е. в 
точках с абсциссами ди а + ха), 
функция принимает равные зна- 
чения (рис. 1): 

Фа) = фа + фха)). 
Допустим теперь, что фа) = Ф(Б) 
для некоторого ђе(а, а+ф(ау). Тогда, очевидно, существует прямая Г, с 
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уравнением х + пу = с (п — натуральное число), отделяющая точку Се, 
ФБ)) от точек А(а, дха)) и В(а+фха), ф(а)) (рис. 1). В самом деле, возьмём 
произвольную прямую с уравнением х + пу = с, где п — достаточно 
большое натуральное число, с — любое действительное число. 

Эта прямая имеет очень малый наклон ук оси абсцисс (точнее к её 
отрицательному направлению) (рис. 2), 


поскольку 18 у = 1 — мало при больших 


п, а потому у тоже мало. Следовательно, 
данная прямая близка к горизонтальному 
положению. Будем двигать её параллель- 
но самой себе в направлении точек А, В и 
С (если, конечно, она уже не находится Рис. 2. 

между этими точками). При этом наклон прямой будет оставаться 
прежним, а в уравнении х + пу = с изменится лишь параметр с. Рано 
или поздно прямая Г, отделит точки А, В от точки С. 

Можно эту прямую построить несколько иначе. Достаточно взять 
горизонтальную прямую, параллельную прямой АВ, которая отделяет 
точку С от точек А, В. Если эту прямую чуть-чуть наклонить к оси абс- 
цисс под углом у ~ 0 (в у = уп, п>>1 — натуральное), то взаимное по- 
ложение точек А, В и С относительно этой прямой не изменится. Итак, 
существование прямой Г. доказано. 

Ввиду непрерывности функции ф(х) такая прямая должна пересе- 
кать график функции ф(х) по крайней мере в двух разных точках (х;, у) 
и (х, уз), первая из которых расположена на участке АС кривой 
у= ф(х), а вторая — на участке СВ (рис. 1). Поскольку эти две точки 
лежат одновременно и на кривой у = ф(х), и на прямой х + пу = с, то 

х +пд(х) = с и х, +по(х)) = с. 
Заметим, что ординаты точек у, = ф(х!) и у, = ф(у;) хотя и мало отли- 
чаются друг от друга, но всё-таки не равны, т. к. лежат на негоризон- 
тальной прямой. 

Воспользовавшись условием (2), находим, что содной стороны 


ФС) = Фіх, + пеба)) = ФС), 
Ф(с) = ф(х, + пф(х,)) = Ф05), 


откуда ф(х,) = ф(х,), что невозможно. Противоречие. Таким образом, 
мы доказали, что на отрезке [а, а+Ф(а)] функция ф(х) постоянна: 


Ф(х) = ф(а). 


а с другой 
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Кроме того, в силу формулы (2) значения функции ф(х) в точках 


а) 4+2) а+30(а) 7 
Рис. 3. 


а+пф(а) при различных натуральных п равны ха). Следовательно, 
данное выше доказательство для отрезка [а, а+9(а)] можно обобщить 
на отрезки вида [а+Ко(а), а+(к+1)ф(а), ведь в доказательстве для нас 
был важен лишь тот факт, что на концах рассматриваемого отрезка 
значения функции ф(х) равны. Значит, на каждом из отрезков 
ја+ф(а), а+2%(а)}, [а+2%(а), а+За(а)), ..., [ја+кеха), а+к+Юф(@), ... функ- 
ция ф(х) постоянна и равна фа) (рис. 3), т. е. для любой действительной 
точки х, расположенной правее а 
ф(х) = Фа) (х>а). (3) 

Осталось показать, что ф(х) = а) при х < а. Допустим противное: 
ф(х) = ф(а) для некоторого х < а. По теореме Больцано-Коши функция 
ф(х) принимает в интервале (х, а) 
все значения между ф(х) и са) 
(напомним, что ха) > 0). Поэтому 
существует ху є (х, а) такое, что 

Ф(хо) = фа) и (хо) > 0 (рис. 4). 
Подберём натуральное л такое, 
что хо + пФ(хо) 2 а. С учётом (2) и 
(3) получаем 

Ф(хо) = Ф(хо + по(хо)) = Фа). 
Противоречие. Задача решена . 

ПРИМЕЧАНИЕ. Для случая ф(а) < 0 сначала нужно рассмотреть от- 
резок [а+ ха), ај, далее показать, что ф(х) = ф(а) для всех х < а, и только 
потом определить решение на всей числовой оси. 

ВТОРОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем считать, что ф(х) # 0. Тогда суще- 
ствует число а такое, что фа) = 0. Допустим а) > 0 (случай а) < 0 
рассматривается совершенно аналогично.) В этом случае в некоторой 
окрестности точки а функция ф(х) принимает положительные значе- 
ния, и если допустить, что ф(х) = сопз, то не все из этих значений рав- 
ны. Рассмотрим некоторый промежуток ја, 6] из этой окрестности, в 
котором функция ф(х) монотонна. 


34 


1 случай. Функция ф(х) возрастает на отрезке [а, 5}, 0 < ф(а) < Ф(Б). 
На отрезке [а + ф(а), Б + Ф(5)] функция принимает те же значения, что и 
на отрезке [а, 5], поскольку ф(х + 200) = ф(х), но она как бы 
“растянута” по всему отрезку. 


ОН 


ВР 


х 


аа) аза) 
Аналогично, те же значения она принимаег на каждом из проме- 
жутков [а + ла), ђ + поБ)|, что следует из равенства (2): ф(х + пф(х)) = 
ФС). Поэтому на всех этих отрезках функция ф(х) возрастает. Пока- 
жем, что это невозможно. Ясно, что найдётся такое натуральное число 
п, что 
а + по(а) < а + (п + 1 Фа) < 5 + пф(Б), 
т.е. 0 < фа) < (р – а) + пБ) – фа)), 
ведь фхб) – (а) > 0. Это означает, что левый конец (п+1)-го отрезка по- 
падёт внутрь и-го отрезка [а + па), Б + пф()]. Следовательно, значе- 
ние функции ф(х) в точке а + (п + 1)еХа) с одной стороны равно Фа), а с 
другой, именно ввиду возрастания, больше ха) (рис. 5). Приходим к 
противоречию. Значит, ф(х) = сопз!. 
2 случай. Функция ф(х) убывает на отрезке [а, В], 0 < фр) < ха). 
В этом случае доказательство проводится так же, как и в случае 1. 
Противоречие даёт следующее неравенство 
Ь + по) <ђ + (п +1) ДЬ) < а + прса), 
справедливое для больших п: 
0 < ФБ) < (а – Б) + та) – 5). 


Доказательство завершено. 


Мы приведём ещё одно решение функционального уравнения Эйлера. К. сожа- 
лению, в нём предполагается, что функция ф(х) равномерно иепрерывна на дейст- 
вительной прямой, что несколько сужает класс искомых функций. Однако данное 
решение достаточно оригинально, и его стоит рассмотреть. 

ТРЕТЬЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выберем действительное число а такое, что 

Фа) = 0. 
Предположим, что ф(х) + сопз!, т. е. существует такое действительное число ђ, что 
ФБ) = са) (для определённости положим, что ф > а). Функция (х) непрерывна на 
отрезке [а, 5], т. к. она непрерывна на всей числовой оси, поэтому по теореме 
Больцано-Коши на этом отрезке она принимает все промежуточные между ф(а) и 
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ФБ) значения. В частности, найдётся число сє(а, 5) такое, что значение функции 
Фс) несоизмеримо с ха), т. е. отношение Ф(с)/ а) не является рациональным чис- 
лом. Действительно, функция ух) = 9(х)/ф(а} не может принимать лишь рацио- 
нальные значения на отрезке [а, 6], поскольку ух) непрерывна вместе с функцией 
Ф(х) и не является постоянной. (Ясно, что найдётся бесконечно много таких чисел 
с, ведь на любом отрезке миожество иррациональных чисел — континуум.) Мож- 
но считать также, что (с) имеет тот же знак, что и (а) (для этого достаточно вы- 
брать число с, близкое к а). В дальнейшем нам понадобится ещё соотношение 


ф(х + пд(х)) = ф(х), (2) 
доказанное в первом решении. 

Использование равенства (2) и равномерной непрерывности функции ф(х) бу- 
дет являться ключевым моментом в нашем доказательстве. Функция ф(х), как и 
любая равномерно непрерывная функция, характеризуется тем свойством, что ма- 
лому приращению аргумента соответствует малое приращение самой функции, т. е. 
каким бы мадым ни было число ғ > 0, существует такое число 5, что при любых 
допустимых х; и х,, для которых [м, + х; < ё;выполнено |х) – ф(х) < =. Под- 
черкнем ещё раз, что выбранное здесь нисло ё не зависит от значений х, и Ху, так 
что на любом достаточно малом промежутке функция ф(х) изменяется незначи- 
тельно. Рассмотрим две последовательности а + лф(а) и с + тф(с) действительных 
чисел. Далее мы покажем, что при некоторых натуральных л и т члены этих по- 
следовательностей близки друг к другу, т. е. для любого наперёд заданного числа 
5 найдутся такие натуральные п и т, что (а + по(а) – (с + то < 5. Что же это 
нам даёт? Ввиду равномерной непрерывности ф(х) значения Ф(а + пф(а)) и (с + 
тФ(с)) тоже мало отличаются друг от друга. Но ја + по(а)) = Ф(а) и (с + тф(с)) = 
ФО) (из соотношения (2)), значит, ф(а) и ф(о) сколь угодно близки. Однако, ф(а) и 
(с) фиксированные величины, разность которых — некоторое конечное число. 
Таким образом, мы приходим к ожидаемому противоречию. 

Итак, нужно доказать, что для любого б всегда найдутся такие натуральные п 
и т, что числа а + пф(а) и с + тф(о) отличаются меньше чем на 6, т.е. 

Ка + лаба) – (с + то < 5. 
В этом нам поможет принцип Дирихле. Рассмотрим: окружность, длина которой 
равна |(а)|. Выберем на ней произвольную точку в качестве нулевой. Каждому 
действительному числу сопоставим точку иа окружности. Для определённости до- 
говоримся откладывать положительные числа от нудевой точки против часовой 
стрелки, а отрицательные — по часовой. Таким образом, вся числовая прямая 
окажется как бы намотанной на эту окружность, и все точки, расположенные на 
действительной оси с периодом |9(а)| совместятся в одну точку на данной окруж- 
ности. Отметим на окружности точку а (ей будут соответствовать также все точки 
вида а + пфа), где п — натуральиое) и точку с. 0 
удем последовательно откладывать дуги дли- 
ной ф(с), начиная от точки с, и отмечать по- а-+тф(а) 
лучившиеся следы (рис. б) (заметим, что 
је)“, поскольку Ф(9/4(а) — иррационально). с+20(с) 
Нам нужно показать, что хотя бы один из 
этих следов попадет в б-окрестность точки а. 


Все такие следы имеют вид с + то (тє\), и с 
никакие два не совпадут в силу несоизмеримо- с+Ф(с) 
сти Фс) с длиной окружности, равной |а)ј, Рис. 6. 


36 


но всё же некоторые из этих следов будут приближаться сколь угодно близко друг 
к другу. В самом деле, разбив окружность на несколько дуг, каждая из которых 
имеет длину меньше 5, по прииципу Дирихле мы получим, что какие-то два спеда 
с+т (с) и с+т, фо (т, < т,) окажутся на одной такой дуге. Зиачит, отложив от 
некоторой точки дугу длиной (с + т,р(с)) – (с + т,ф(0)) = (т, – т,) (с), получим 
точку, отстоящую от исходной на расстояние меньше 5. Следовательио, отклады- 
вая (т; – т!) раз отрезок фс), мы каждый раз будем смещаться по окружности на 
расстояние, меньшее б, и рано или поздно попадём в ё-окрестиость точки а. 

Мы показали, что при некотором натуральном т число с + тф(с) будет соот- 
ветствовать на окружности точке, очень близкой к точке а (или точке а + пд(а), 
что одно и то же). Поэтому для некоторых т и п получим, что а + пф(а) = с + 
тФ(с), точнее эти числа отличаются меньше чем на 5. (Подумайте, где здесь ис- 
пользовано условие о том, что числа ха) и ф(с) одного знака.) 

Для завершения доказательства возьмём произвольное (сколь угодно малое) 
число = > 0, по нему определим число ё таким способом, чтобы выполнялось усло- 
вие в определении равномерной непрерывиости функции. Для данного 6 найдутся 
натуральные числа п и у такие, что Ка + пф(а) – (с + тд) < 5, а это неизбежно 
влечёт неравенство 

[ска + пехај) – фбс + то) < е, 


или, учитывая равенство (2), 
|000 – ф(0)| < є. 
Это возможно только в том случае, когда (а) = ф(с), однако (а) и ф(с) — числа 


несоизмеримые, значит, неравные. Полученное противоречие показывает, что на- 
ше предположение было невериым и ф(х) = сопз!. 


5 14. РАЗНЫЕ ЗАДАЧИ 


ПРИМЕР 30. Найти все функции Хх) такие, что 
Јо) = тах |ху– 70). 
ує 


РЕШЕНИЕ. Так как Ух) = тах[ху- 20, то при любом у є Ќ вы- 
уєв 


полняется неравенство Хх) > ху – Ду), отсюда Ќх) + Ду) > ху. Положив 
здесь у = х, получим 


х? 
Је)» =. 0) 
Умножив неравенство (1) на -1 и заменив х на у, имеем – ло)<-7, 
откуда ху- 7 у<ху- Я. В последнем неравенстве будем рассматри- 


вать функции, стоящие в его левой и правой частях, как функции отно- 
сительно у, а х будем считать параметром. Тогда график функции, за- 
писанной в левой части, расположен ниже (по крайней мере, не выше) 
графика функции в правой части неравенства. То же самое можно ска- 
зать и о точках максимума этих двух функций (в самом деле, значение 
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левой функции в точке, в которой достигается максимум, меньше зна- 
чения правой функции в той же самой точке, которое в свою очередь 
меньше максимального значения правой функции). Следовательно, 


_ _ 
таҳ(ху Ло) < та ху У). (2) 


В левой части (2) согласно условию стоит функция Хх), в правой же 
2 


имеем х.х->_= >, так как максимум параболы ху ~ 2 достигается в 
её вершине при у = х. Таким образом, (2) преобразуется к виду 
2 
Хх) 55 . (3) 
Сравнивая условия (1) и (3) находим окончательно, что 
№ 
Хх) = 2 


ПРИМЕР 31. Функция / задана на множестве рациональных чисел и 
сама принимает рациональные значения. Доказать, что если для лю- 
бых двух рациональных чисел х и у выполнено равенство 


Ах + Лу) = Хх)Лу), 
то есть константа. 


РЕШЕНИЕ. Если для некоторого у имеем Ху) = 0, то из равенства в 
условии следует, что Хх) = 0. 

Положим теперь Ду) = 0 для любого у. Прежде всего покажем, что 
существует такое рациональное число ғ, что Лу) = 1. Выберем произ- 
вольное рациональное число у и подставим в равенство, данное в усло- 
вии, х = у – Ку), получим 

Ло) = Лу ЛУЈО). 
Так как Ху) = 0, то Ду – Ду)) = 1, так что можно взять г = у – Ху). Тогда 
для любого рационального х имеем 

| Ло + А) = ХЛ, т.е. Дх + 1) =). 
Отсюда по индукции следует, что 
Лх + п) = Хх) (1) 

для любого целого п. По индукции также получаем, что 

ЖиКх)) = ЛО)" 
для всех натуральных п. Пусть у — произвольное рациональное число 
и КУ) = рја, где р и 9 - целые и 4 > 0. Из полученного результата следу- 


ет 
КР) = Ха) = ОКУ. 
Но так как вследствие (1) Др) =#9) + 0; то Ду) = +1. Предположим, что 
Ку) = –1, тогда ввиду данного в условии равенства Дх – 1) = -Кх), от- 
куда с учётом (1) получаем Дх) = 0. Это противоречит условию, что 
КУ) = 0 для веякого у. Поэтому Ду) = -1. 
Итак, доказано, что /-- константа (равная либо 0, либо 1). 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 


Решите функциональные уравнения (1-20): 
1. ону) О у) 470 у) +41 а-х)-4у=0; 
2. /(х+у)+21(х-у)=3/(х)- у; 
3. 2 (х+ у) + ((х– у) = / со 2е' +е”); 
4. Рх + у)+27(х– у)+ 7(х)+27(/) = 4Х + у; 
5. хну [(х– у) – РО) –х бху 70) =0; 
6. /(х+у)-2/(х-у)+ 7(х)–27(у)= у – 2; 
т. о) + у) [ОУ - рее“. (71) 0); 
8. К(х+ у)+ Лх у)= [РО]; 
9. Л) +) = х; 


10. (х) = 412) -1; 


и. 9+2) =х; 

12.2 ( Сх) = у(х) +х; 
х+у)_70)+7(). 

(232) 75 

14. К(х + у) = Хде? + ј(ује% 

15. Л ЦОЈЕК Ў = сопзгу; 


в.) = о; 


17. 1(2х) = 2.1 (х); 
18. 7 1 –х) = 7 (2); 
19.1 (Мх) =1+х; 


0.0) лоо: 


21.Функция / определена на отрезке [0, 1] и удовлетворяет условиям: 
ЛО)=А1); 
если 0<х, #х, 51, то |7(,)– 70) <|%, -х|. Доказать, что 
если 0< х, # х, <1, то ров) 5. 


22.Решите функциональное уравнение /(х) = / (2х) в классе не- 
прерывных функций. | 
23.Найдите ограниченную в точке х=0 функцию, удовлетворяющую 
1, х 
уравнению: /(Х)— 576) =х. 
24.Решите на полуоси х>0 функциональное уравнение 
Јо) = а(х), где а - фиксированное действительное число, п - 


натуральное число. 
25.Найдите все непрерывные на А функции /(х) , удовлетворяю- 
щие условию /(х) = / (5іпх) при всех х. 
26.Многочлен Р(х) удовлетворяет равенству: 
Р(х)? ~ Р(у) = Р(х+ у)Р(х- у) при всех х,у ЕК. Доказать, 
что Р(х) = ах для некоторого числа а. 
27.Функция ў интегрируема на /0,1/ и удовлетворяет уравнению 


го) (С) 5 + 7055), ев 
28. Пусть ў ФА =1. Определить /. Существует ли непрерывная 
функция /(х), определенная на всей вещественной оси А, такая, 
что (Р(х) =е > для всех хе К? 
пут р(х):[01]— 8 , р(0) = р() =0, 
р? У) < р(х) + р(у) при всех х,у е[0,1]. Доказать, что 


о: > 0 для всех х, у е[0,] и функция имеет бесконечное число 


нулей на [0,1]. 
30.Найдите все пары функций / и 2 дифференцируемые в любой 
точке х, отличной от -1, 0, 1, что для всех х выйолнены равенства 


= 
х х 

1 бе харб). 

х х 
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31.Найдите / (х) такую, что /(Х)/(у)= Г(х- у) для любых 
х,уєК. 


32.Пусть 7 01] —[01]. Известно, что 0, 1є /( [01] ) и для 
всех х,у [0/1] справедливо неравенство 


ло) – 709) онр 709 
2 


33. Доказать, что существует единственное х е[0,] ‚ для которого 
Ло) = х. 
34.Найдите все функции /, дифференцируемые для всех х +0 и 


удовлетворяющие следующим условиям: 
1) Для любого действительного числа выполнено равенство 


Је) = ую). 
х 


2) Для любых действительных чисел х и у таких, что х + 0,у + 0 
и х + у # 0, выполнено равенство 


+=). 
х У х+у 

3) 0) = 2. 
35.Функция / дифференцируема на множестве целых неотрица- 

тельных чисел, причем / (0) =0 И (ху) = 1(х) ХО») для 

х = у. Найдите /(х). 
36.Решите функциональное уравнение х? / (х) + /(1- х) = 2х-х*. 
37.Существуют ли такие действительные числа аи Б, что для любо- 

го хє [022] функция /(х) = ах +6 удовлетворяет неравенству 


1. 
(700). – соѕх Ј (х) < 248 х? 
38.Функция 2 непрерывно-дифференцируема для любого х. Дока- 
жите, что если 2(0)=0 и |е'(х)] < | 2(х) для любого х, то 2 тожде- 


ственно равна нулю. 
39.Найдите непрерывные решения функционального уравнения 
Јода) = 0) + ЛО) + 7 (2) 
при следующих условиях: 
а)х,у,2 - произвольные действительные числа, отличные от нуля; 


Ба < х,у,г <ђи 1<а? <Б. 
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40.Найдите все непрерывные функции /,2 ий, удовлетворяющие 
функциональному уравнению 
Лечу) + а(х+ у) = (х) +0) 
для любых двух чисел х>0 и у>0. 
41.Найдите все непрерывные функции /(х) (со < х < +оо), удов- 
летворяющие для всех вещественных значений х и у уравнению 
Јо +у)+ 7: -у)=27 00970) 
42.Найдите все непрерывные ограниченные функции /(хХ)и2(х) 
(—о0 < х < +оо), удовлетворяющие для всех вещественных значе- 
ний х и у системе уравнений. 
Лечу) = 70970) – 80) 80), 
8(х+ у) = 1) 80) + 7 0080), 
сверх того, условиям нормировки. /(0)=0 и 2(0)=0 
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ИСТОРИЧЕСКАЛ СПРАВКА 


ИЕНСЕН Иоганн Людвиг (Јевзеп Јосћави Тадто) (8.5.1859-5.3.1925)- датский ма- 
тематик. Работал в Копенгагене. Профессор Копенгагского ун-та. Основные тру- 

относятся к различным разделам математики. В теорни граничных свойств 
аналитических функций известна формула Иенсена-Шварца, в геометрии- теоре- 
мы Иенсена; неравенства Иенсена для выпуклых функций. 


ГАУСС Карл Фридрих (Сай Епедпсћ Саизз) (30.4.1777-23.2.1855)- немецкий мате- 
матик, астроном, физик. С раннего детства обнаружил выдающиеся математиче- 
ские способностн. В 1795-1798 учился в Геттингенском ун-те. Важные работы от- 
носятся к алгебраическим исследованиям. Дал обстоятельную теорию квадратич- 
ных вычетов, первое доказательство квадратичного закона взаимности. Устано- 


вил связь между уравнением х” = | и построением правильных многоугольников. 


Вго теоремы чрезвычайно расширяют область теории чнсел благодаря введению 
чисел вида а+51, где а и Б целые числа. 


АБЕЛЬ Нильс Хенрик (М№еіѕ Непик Ађе!) (5 8.1802-6.4.1829)- норвежский матема- 
тик. Обучался в ун-те Христиании (Осло). Важные работы относятся к теории ря- 
дов и созданию теории эллинтических функций Обнаружил ряд алгебраических 
чисел, которые не интегрируются с помощью элементарных функций Его имя но- 
сит теорема относительно непрерывности функций во всем круге сходимости со- 
ответствующего ряда. 


ЛОБАЧЕВСКИЙ Николай Иванович (1.12.1792-24.2.1856)- русский математик, 
творец неевклидовой геометрии С 1802 учился в Казанской гимназии В 1807 стал 
студентом Казанского ун-та. В 1816 стал профессором. Он внес большой вклад в 
развитие анализа и алгебры. Ученому принадлежат важные результаты в теории 
тригонометрических рядов, теории Г-функции. Дал метод приближенного реше- 
ния алгебраических уравнений высших степеней с числовымн коэффициентами 
(метод Лобачевского-Греффе). Внес значительный вклад теорию определителей. 


ДАРБУ Жан Гастон (Сазоп Оањфоих) (13.8.1842-23.2.1917)- французский матема- 
тик, чл Парижской АН (1884), чл.-кор. Петербургской АН(1895). Многочислен- 
ные исследования Дарбу относятся почти ко всем отраслям физико- 
математнческих знаний, но основные труды посвящены диф. геометрин и диф. 
уравнениям. Важные результаты Дарбу получил в теории аналитических функций. 


ЭЙЛЕР Леонард (І еопагі Кијег) (15.4.1707-18.9.1783)- математик, физнк, астроном 
Род. в Швейцарии. В 1726 г. по приглашению Петербургской АН приехал в Рос- 
сию и был назначен адъютантом по математике. Большое внимание на протаже- 
нии всей жизни уделяет Эйлер навигации. Почти половина его трудов посвещена 
гидродинамике, теории обьектнвов, теории вероятностей и другим вопросам есте- 
ствознания. Он впервые вводит понятие функции комплексной переменной, нахо- 
дит неожиданную связь между тригонометрическими и показательными функция- 
ми. 


КОШИ Огюстен Луи (Апризби Сапсћу) (21.8.1789-23.5.1857)- французский матема- 
тик, член Парижской АН (1816). Род. в Париже. Окончил Политехническую шко- 
лу (1807) и школу мостов и дорог(1810). Работы отностся к различным областям 
математики Всего он написал н опубликовал свыше 800 работ по арифметики 
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итеории чисел, алгебры, математическому анализу, диф. уравнениям, теоретнче- 
ской и небесной механике и т.д. Особенно важное значение имеют такие результа- 
ты: геометрическое представление комплексного числа, выражение аналитической 
функции в виде интеграла, разработка теории вычетов и их приложений. 


ДАЛАМБЕР Жан Лерон (Јеап 1е Корд Ф АЈешђег!) (16.11.1717- 29.10.1783)- фран- 
цузский математик, механик, и философ. Уже в раннем детстве поражал умом и 
наблюдательностью. Обосновал теорию возмущения движения планет. Основные 
математические исследования относятся к теории диф. уравнений. Он нашел ре- 
шение диф. уравнения в частных производных 2-го порядка, выражающего попе- 
речные колебания струны. Его работы заложили основы математической физики. 


ГИЛЬБЕРТ Давид (Оауій НИБег) (23.1.1862-14.2.1943)- немецкий математик. Род. 
В Белау. Окончил Кенигсберский ун-т. Его исследования оказали большое влия- 
ние на развитие многих разделов математики. Работы по теории алгебраических 
чисел преббразилн эту область математики и стали исходным пунктом ее даль- 
нейшего развития. Дал полную систему аксиом евклидовой геометрии, разделил 
их по группам и старался определить пределы каждой из этих групп аксиом. В 
мат. Физике занимался варнационными принципами, а также проблемами теории 


излучения. 


ЛЕЖАНДР Адриен Мари (Авдпев Мапе Герепдге) (18.9.1752-10.1.1833)- француз- 
ский математик. Род. В Париже. Он обосновал и развил теорию геодезических 
измерений, сделал значительный вклад в тригонометриипо поверхности сфероида. 
Одновременно с Гауссом, но независимо от него, метод наименьших квадратов. 
Ему принадлежит ряд фундаментальных исследований по математическому анали- 
зу и теории чисел. 


ГАМЕЛЬ Георг Карл Вильгельм (Наше!) (12.9.1877-4.10.1954)- немецкий механик и 
математик: Работал в Берлине. Осиовные работы относятся к теоретической ме- 
ханике и гидродинамике, а также к теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений, функциональному анализу (теория возмущения) и теории функций 
(базис Гамеля). 


БОЛЬЦАНО Бернард (Вегићага Војгаво) (5.10.1781-18.12.1848)- чешский матема- 
тик, философ, логик. Установил современное понятие сходимости рядов. Уточнив 
понятие предела инепрерывности, впервые строго доказал теорему о промежуточ- 
ных значениях. Сделал попытку построения теории действительных чисел, кото- 
рая после некоторых уточненнй совпадает с теорией Кантора. 


СИНЦОВ Дмитрий Матвеевич (20.11.1867-28.1946)- русский математик. Род. в 
Вятке. Окончил Казанский ун-т. Был одним из творцов геометрии т.н. неголоном- 
ных систем, а его работы по теории конексов являются большим вкладом в эту 


отрасль науки. 
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